LIMITE D’UNE SUITE

1 INTRODUCTION A L’ETUDE DES SUITES REELLES

1.1 PREMIERES DEFINITIONS

Définition (Suite réelle) On appelle suite réelle toute application u de N dans R.
Dans la plupart des cas, la suite u est notée (un)nen ou (Un)n>o0. On dit que u, est son terme général.

Remarque

e (C’est avec cette définition que nous allons travailler tout au long de ce chapitre. Cela dit, pour tout N € N fixé, nous
appellerons encore suites réelles les applications de [V, co[ dans R. Une telle suite u sera notée (un)ne[n,oof OU (Un)n> N ;
son premier terme est un, et non ug.

e Avec cette définition, Pensemble des suites réelles est RY.

e Dans ce chapitre, nous représenterons graphiquement les suites de plusieurs facons. Voici par exemple comment on peut
représenter la suite (un)nen dont les premiers termes sont :

1 _
u ==, ur=-1, wuz=2, n— u(n) = un
2 L] L]
3 u7r U U6 U4
us =4, us=4, us=-g, us U1 N | us u2 u3 .
) . ‘ . . ‘ .
=2 =z =1 0
U6 5 ur 1 5 us . .
Définition (Vocabulaire usuel sur les suites) Soit (un)nen une suite réelle.
e On dit que (un)nen est constante s'il existe A € R tel que: VneN, wu, = A
On dit que (un)nen est stationnaire s’il existe A € Ret N € N tels que: Vn €N, n>N — u,=A\

est une partie majorée de R, i.e. si :

IMeR/ VneN,

un < M.

e On dit que (un)nen est majorée si {un}neN
Un tel réel M est appelé un majorant de (un)nen; on dit aussi que (un)nen est majorée par M ou que M majore (Un)nen.

e On dit que (un)nen est bornée si elle est a la fois majorée et minorée; cela revient a dire qu’il existe K € Ry tel que :
VneN, |un| < K.

e On dit que (un)nen est positive (resp. négative) si elle est minorée (resp. magjorée) par 0, i.e. si :

VvneN, u,>0 (resp. un < 0).
e On dit que (un)nen est croissante (resp. strictement croissante) si: Vn € N,  up < uUny1 (resp. un < Unt1).
On dit que (un)nen est décroissante (resp. strictement décroissante) si: Vn €N, up = Unt1 (resp. Un > Unt1).

On dit que (un)nen est monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou décroissante (resp. strictement croissante
ou strictement décroissante).

*X KX Attention !

e Une suite (un)nen ne posséde jamais un seul majorant : par exemple, si M en est un majorant, tout réel plus grand que
M en est aussi un. Raisonnement analogue pour les minorants.

e « Minorée » n’est pas le contraire de « majorée », « négative » n’est pas le contraire de « positive », « décroissante »
n’est pas le contraire de « croissante ». Par exemple, la suite de terme général (—1)" n’est ni croissante ni décroissante, ni
positive ni négative.

VYD En pratique Pour montrer qu’une suite (un)nen est monotone, deux techniques classiques :
e étudier le signe de un4+1 — Un ;
u
e si u, > 0 pour tout n € N, étudier la position par rapport & 1 de —ntl
Un

n"/n

e?’L

— on préférera

Quand la définition de (un)nen ne fait intervenir que des produits et des quotients — exemple : uy

souvent la seconde méthode, mais il faut alors bien vérifier le signe de uy,.




Définition (Suite extraite) Soit (un)nen une suite. On appelle suite extraite de (un)nen toute suite réelle (v, )nen pour
laquelle il existe une application ¢ strictement croissante de N dans N telle que :  Vn € N, wvp = uy(n).

¥ ¥ ¥ Explication L’application ¢ strictement croissante de N dans N n’est jamais qu’une suite strictement croissante
d’entiers naturels; ces entiers naturels vont nous servir d’indices. La suite extraite (vn)nen est alors simplement la liste des
termes de la suite (un)nen qui sont associés aux indices définis par .

. . . Uue Uq
Par exemple, si = (2,4,5,8,24,59,...), la suite (v est la suite
ple, 2 ( )y 7. ) ‘ 7' ) )7 ( n)”EN us Ul ur uo us Us u3
(u2, u4, us, us, u24, usg, . . .) ; ceci signifie que :
V2 v3 Vo V1

Vo = U2, V1 = U4, V2 =1U5, V3 =U8, V4 = U24, V5 = U59...

Exemple
e Soit (un)nen la suite réelle de terme général u, = V/n. Les suites (\/2" + 4n) et (n)nen sont deux suites extraites de
neN
(un)nen, associées respectivement aux applications n —— 2" + 4n et n — n? strictement croissantes de N dans N.

e Les suites constantes égales a 1 et —1 respectivement sont deux suites extraites de la suite réelle de terme général (—1)".

XXX Attention! La remarque suivante est vraiment importante. Si (un)nen est une suite, on travaille le plus souvent
avec les suites extraites (uzn)nen €t (U2n41)nen. Pour tout n € N, le terme qui vient aprés ug, dans la suite (u2n)nen est
Ug(n+1) = Uzn+2 €t Non pas uznt1; de méme, le terme qui vient aprés uz,+1 dans la suite (Uzn+1)nen €8t Us(ni1)41 = Uznt3s €t
non pas Uzn+2-

Définition (Opérations sur les suites) Soient (un),cyx €t (vn),enx deux suites et A € R. On appelle :
o somme de (Un)penx €l (Un),enx la suite de terme général un + vy, ;
o produit de (un),enx €t (Un)penx la suite de terme général un vy ;

o multiplication de (un)nen par X la suite de terme général Auy,.

Ce qui nous intéresse dans une suite, en général, ce ne sont pas ses premiers termes mais plutdt son comportement « a
Pinfini ». Ainsi, si tous les termes d’une suite sont majorés par 1 sauf les 30 premiers, on a bien envie de considérer que les 30
premiers termes ne comptent pas et que grosso modo la suite est majorée par 1. On dira dans ce cas que la suite en question est
majorée par 1 a partir d’un certain rang.

On procéde de méme avec les autres propriétés usuelles des suites. Ainsi, on ’a vu, une suite (un)nen est positive si :

Vn € N, wu, > 0; on dira qu’elle est positive & partir d’'un certain rang s’il existe un rang N partir duquel u,, > 0,
autrement dit s’il existe un rang N tel que: Vn € N, n>N =— up,=>0.

10.(-1)"

Exemple La suite (un),enx de terme général u, = + 1 est positive a partir d’un certain rang.

10
En effet Pour tout n € N*, u,, > 1 — —. Par conséquent u,, > 0 pour n > 10.
n

1.2 PREMIERS EXEMPLES

1.2.1 SUITES DEFINIES EXPLICITEMENT

Certaines suites (un)nen sont définies explicitement par une expression de la forme « u, = f(n) », ot f est une fonction.
Une telle définition présente un énorme avantage : pour calculer w1000, pas besoin de calculer wo,u1,us2,...,uggg ; on peut
directement calculer w1000 = f(1000).

En général, la monotonie d’une suite (un)nen définie explicitement au moyen d’une fonction f se lit aisément sur f : si f est
croissante, (un)nen Uest aussi; si f est strictement croissante, (un)nen aussi... De méme, si f est majorée, (un)nen l'est aussi,
etc.
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f est bornée. .. ...donc (un)nen est bornée.

1.2.2 SUITES DEFINIES PAR UNE RELATION DE RECURRENCE « U,y = f(u,) »

D’autres suites (un)nen sont définies par récurrence par la donnée de ug et d’une relation de la forme « up+1 = f(un) », o0t f
est une fonction. Une telle définition présente un énorme inconvénient : pour calculer w1000, on est obligé de calculer les uns
aprés les autres uo, u1, U2, . . ., Uggg, U100 ; impossible d’obtenir directement w1000-

X XX Attention ! Si (un)nen est une suite récurrente définie au moyen d’une fonction f, la monotonie de f et celle de
(un)nen n’ont en général aucun rapport : f peut étre décroissante et (un)nen rien du tout, f croissante et (un)nen décroissante. . .

f est croissante, mais (un)nen décroissante. f est décroissante et (un)nen n’est pas monotone.

Toute donnée d’une fonction f et d’un terme initial uo ne conduit pas a la définition correcte d’une suite (un)nen telle que
Unt+1 = f(un). Par exemple, il n’existe pas de suite (un)nen définie par uo =0et: VYn €N, wupty1 =1++/1—u,. Pourle
comprendre, essayez de calculer les premiers termes de cette suite.

Théoréme (Existence de suites définies par récurrence) Soient D une partie de R — en général un intervalle — et
f : R — R une fonction définie sur D telle que f(D) C D.

Pour tout ¢ € D, il existe une et une seule suite (un)nen telle que ug =6 et telle que :  Vn €N, upy1 = f(un).
Cette suite est & valeurs dans D.

Démonstration Fixons 6 € D.

e Existence : Puisque f(D) C D, on peut composer f avec elle-méme autant de fois qu’on veut. Posons
alors up = ¢ et, pour tout n € N, u,, = f"(ug) —ou f" = fofo f...of (nfois). On a bien :

vneN, flun)= f(fn(uo)) = fnﬂ(uo) = Unt1 comme voulu.

En outre, u, € D pour tout n € N.

e Unicité : Soient (un)nen et (ul)nen deux suites telles que up = uy = § et telles que unt1 = f(un) et
w1 = f(uy,) pour tout n € N. Montrons par récurrence que u, = u;,, pour tout n € N.

1) Initialisation : Par hypothése, uo = ug = 6.

2) Heérédité : Soit n € N. On suppose que u, = uy,. Alors unt1 = f(un) = f(un) = up 1. [ |



1.2.3 SUITES ARITHMETIQUES, GEOMETRIQUES ET ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

Les deux encadrés suivants sont des rappels. Le troisiéme généralise les deux premiers et constitue en principe une nouveauté.

Définition (Suite arithmétique)
e Soient (un)nen une suite et r € R. On dit que (un)nen est arithmétique (de raison r) si: Vn €N, upy1 = un +7.

e Onaalors: VneN, wu,=uo+nr.

Définition (Suite géométrique)
e Soient (un)nen une suite et ¢ € R. On dit que (un)nen est géométrique (de raison q) si: Vn €N,  upt1 = qun.

e Onaalors: VneN, wu,=q"uo.

¥ ¥ ¥ Explication 1l est important de comprendre le rapport qu’il y a entre la définition par récurrence et 1’expression
explicite d’une suite arithmétique. Par définition, pour passer du terme u, au terme u,+1 d’une suite arithmétique de raison r,
on ajoute r (définition par récurrence « unt+1 = un + 7 »). Du coup, si on veut passer directement de ug & un, on doit passer de
uo & w1 en ajoutant r, puis de u1 & uz en ajoutant r... Bref, on doit ajouter n fois 7 & uo (expression explicite « un = uo +nr »).

Méme principe pour les suites géométriques & ceci prés qu’on multiplie au lieu d’ajouter.

Définition (Suite arithmético-géométrique)

e Soient (un)nen une suite et a,b € R. On dit que (un)nen est arithmético-géométrique (de raison géométrique a et de
raison arithmétique b) si: VYn €N, upt1 = aun +b.

_a"

1—a

e Sia#1,onaalors: VYneN, wu,=a"uo+b

2 QX D En pratique  N’apprenez pas par coeur la formule que nous venons de démontrer. Vous devez en revanche savoir
la retrouver et la démontrer rapidement.

b
Démonstration Supposons a # 1 et notons ¢ = T—a Alors ¢ = al 4+ b — bref, £ est point fixe de la fonction

z +— ax + b. Etudions alors la suite (un —nen: VR EN, (unt1 —4) = [(aun +b) — (al + b)] = a(un — £).

Ainsi (un — €)nen est géométrique de raison a, et donc: Vn €N, (un —¥) =a"(uo —¥¢). La formule que nous
voulions démontrer est une simple réécriture de ce résultat. |

2 LIMITE D’UNE SUITE REELLE DANS R

2.1 DEFINITIONS DE LA LIMITE

Définition (Voisinage dans R) Soit £ € R. On appelle voisinage de £ (dans R) toute partie de R contenant :
e si £ € R, un intervalle de la forme [¢ — e, + e[ avec € > 0;
e si £ = oo, un intervalle de la forme |A, o[ avec A € R;

e si { = —oo, un intervalle de la forme ] — co, A[ avec A € R.

¥ ¥ ¥ Explication Un voisinage de ¢ est une partie de R qui contient tous les réels & proximité immédiate de £.

€

—0o0 i 00 —0o0 I i 00 —0o0 I 00

Voisinage typique de —oo Voisinage typique de £ € R Voisinage typique de oo



La définition suivante est I’objet central de ce chapitre : elle concerne la notion de limite d’une suite. Une définition générale
est donnée d’abord, valable pour toute valeur de la limite — un réel ou un infini £0o. La définition générale est réécrite alors
dans chacun de ces trois cas.

Définition (Limite d’une suite) Soient (u)nen une suite et £ € R.

e (Définition générale) On dit que (un)nen admet £ pour limite si tout voisinage de £ contient tous les u, & partir
d’un certain rang; en d’autres termes, si :

pour tout voisinage V de /¢, il existe N € Ntel que : Vn> N, wu, € V.

e (Cas d’une limite finie) On suppose que £ € R. On dit que (un)nen admet £ pour limite si :

Ve>0, INeN/ VneN, n>N = |u,—/{| <e.

e (Cas de la limite co) On dit que (un)nen admet oo pour limite si :

VYA>0, INeN/ VneN, n>2N = u,>A.

e (Cas de la limite —oo) On dit que (un)nen admet —oco pour limite si :

VA<0, INeN/ VneN, n>N — u,<A.

*¥ KX Attention !

Dans ces définitions, les quantificateurs V et 3 ne doivent étre permutés sous aucun prétexte.

Démonstration Il s’agit de démontrer 1’équivalence de la définition générale et des définitions particuliéres.
Contentons-nous du cas fini et supposons donc que £ € R.
e On suppose que (un)nen admet £ pour limite au sens de la définition générale. Soit alors € > 0. L’intervalle
[—e,¢+¢€] est un voisinage de ¢ car il contient I'intervalle ]E — %, {+ % [, donc par hypothése il existe un rang
INeN/ VneN,

N a partir duquel u,, € [f—e,f+¢]; en d’autres termes : n>N = |u,—{|<e.

e On suppose que (un)nen admet £ pour limite au sens de la définition particuliére du cas fini. Soit alors V un
voisinage de ¢ : par définition, il existe € > 0 tel que [¢ —e,£+ e[ C V. Or par hypotheése il existe un rang N
a partir duquel |u, — ¢| < %, ie. u, € [E — %,E + %] Finalement u, € V pour tout n > N. |

¥ ¥ ¥ Explication La définition ci-dessus de la limite d’une suite, un peu obscure au premier abord, satisfait en réalité
I'intuition que nous avons de cette notion ; c’est ce que nous allons montrer a présent. Donnons-nous donc un réel £ — raisonnement
analogue si £ = 0o — et une suite (un)nen de limite £ au sens de la définition précédente.

Tous les un

e Partons d’un voisinage V1 = |£ — €1,{ + £1[ de {. Par définition de la limite, il existe un / a partir de N
rang N & partir duquel tous les u,, sont piégés dans Vi, c’est-a-dire entre £ —e;1 et £+ &;. \'{1 L .
De la sorte, nous n’avons aucun renseignement sur les u,, pour n < N; mais nous sommes u U
certains que les u, pour n > N; ne s’éloignent pas trop de /. €1

Cela nous géne-t-il de n’avoir aucun renseignement sur les premiéres valeurs de la suite Tous les un

(un)nen ? Pas du tout, car le comportement d’une suite a 'infini ne dépend nullement de

ses premiers termes. Cette remarque explique qu’on travaille seulement « a partir d’'un
certain rang ».

Mais notre travail avec V; suffit-il & nous convaincre que £ est limite de (un)nen ? Eh bien
non, car il se pourrait bien que les u,, pour n > N; se proménent librement dans V; sans
pour autant s’approcher de £.

Essayons donc de piéger les u, plus prés encore de £. Donnons-nous pour cela un voisinage
Vo = [ — e2,€ 4 e2[ de £ inclus dans V. Par définition de la limite, il existe un rang N
a partir duquel tous les u, sont piégés dans Va entre £ — €2 et £ + €2. De la sorte, nous
n’avons aucun renseignement sur les u, pour n < N2 mais nous avons réussi a piéger les
U, pour n > N2 autour de £ mieux que nous ne l'avions fait avec le voisinage V.

Mais cela suffit-il & nous convaincre que £ est limite de (un)nen ? Toujours pas a vrai dire,
car il se pourrait bien que les u, pour n > N2 se proménent librement dans V> sans pour
autant s’approcher de /.

. KE a partir de Na
2

1 n
4 L'}
-

€2

Tous les uy

a partir de N3
\fa /E-

-~
€3

Tous les uy

a partir de Ny
V46‘

>
€4




e Répétant I'étape précédente avec un nouveau voisinage Vs = ¢ —es, £+e3[ de £ inclus dans Vs, nous parvenons a rapprocher
plus efficacement encore les u, de £ & partir d’un certain rang Ns.

Cela dit, on pourrait continuer cette promenade trés longtemps sans avoir pour autant I'impression que ¢ est bel et bien
limite de (un)nen. Paradoxalement c’est pourtant ce qu’il faut faire : continuer la promenade en piégeant les u, dans des
voisinages toujours plus petits autour de £. A chaque fois qu’on rétrécit le voisinage avec lequel on travaille, on accouple
les u,, de plus en plus a £ pour n tendant vers oo.

Et puisqu’on peut répéter cette opération de rétrécissement des voisinages autant de fois qu’on veut — la définition
dit « pour tout voisinage... », c’est ce qui est essentiel — on en arrive tout naturellement a la conclusion que les u,,
sont aussi proches qu’on le souhaite de ¢ : pour voir tous les u, trés trés prés de ¢ a partir d’un certain rang, on n’a qu’a
considérer un voisinage de ¢ assez petit.

QDX En pratique Vous n’étes pas obligés d’apprendre la définition générale de la limite car elle n’est pas au programme.
Je m’en servirai cependant dans ce cours pour deux raisons : 1) je pense qu'elle vous aidera & comprendre les définitions
particuliéres ; 2) elle évite, dans les démonstrations du cours, qu’on distingue toujours trois cas selon la valeur de la limite.

En revanche, il est impensable que vous ne connaissiez pas sur le bout des doigts les trois définitions particuliéres qui en découlent.

Remarque On peut montrer que dans les définitions de la limite, les inégalités larges « |un — €] < € », K un > A » et
« un < A » peuvent étre remplacées par des inégalités strictes. Vous avez donc le choix des armes : si vous préférez les inégalités
strictes, n’hésitez pas.

Théoréme (Unicité de la limite) Soit (un)nen une suite. Si (un)nen posséde une limite, celle-ci est unique, notée lim wu,,.

n— oo

Pour tout ¢ € R la relation lim w, =/¢ se note souvent wu, — £.

n— oo n— oo

Démonstration  On suppose que (un)nen admet pour limites £ € R et £ € R. 11 s’agit de montrer que £ = £'.
Raisonnons par I’absurde en supposant que £ # ¢'. Il existe alors un voisinage V de ¢ et un voisinage V' de ¢’ tels
que VNV’ = @. Or, par hypothése sur (un)nen, il existe un rang N a partir duquel u, € V et un rang N’ & partir

duquel u,, € V'. Posons ng = max {N7 N’}. Alors pour tout n > ng, u, € VNV’ = & — contradiction. Le résultat

s’ensuit. |
Tous les un, Tous les un,

a partir de ng \E 5/ a partir de ng

I ]
L) ])Ill

¥ ¥ § Explication Il y a une idée dans la démonstration précédente que nous allons retrouver tout au long de ce chapitre.
Supposons qu’une certaine propriété P; soit vraie a partir d’un rang N1, qu'une certaine propriété Ps soit vraie & partir d’un rang

Nas. .. et enfin qu'une certaine propriété Py soit vraie & partir d’un rang Ni. Alors & partir du rang no = max {N17 No, ..., Nk}7

les propriétés P1, Pe,. .., Pr sont toutes vraies a la fois.

Le résultat suivant est un conséquence directe de la définition de la limite.

Théoréme Soient (un)nen une suite et £ € R. lim u, =4 = lim (un —£) = 0.
n—oo n—0o0
Exemple lim LR 0
P n— 00 TL2 + 2 -
En effet Nous devons montrer que: Ve >0, I NN/ VneN, n>N — QLH‘ <e.
n
Soit donc € > 0. On cherche un rang N a partir duquel n — " <& Mais comme —— < % = 1
' 8 P d n24+2| n242 7 n24+2 " n2  n
1
pour n # 0, il nous suffit en fait de trouver un rang N & partir duquel — < e. En effet :
n

. R . 1
si on trouve un rang N & partir duquel — < ¢,
n

alors on aura trouvé un rang N & partir duquel <e.

1
sachant que <= pour n # 0, n? +2
n2+4+2 " n



Nous venons ainsi de réduire la difficulté du probléme. Or pour tout n € N* : Ceci

S|
N
™
3
WV

o | =

1 1
montre qu’a partir du rang N = \‘—J + 1, linégalité — < € est vraie.
€ n

1
Nous en avons donc terminé : & partir du rang N = \‘—J +1,on a QL_’_Q < € comme voulu.
€ n
Exemple lim (n2 + (71)"n) = 00.

En effet Nous devons montrer que: VA >0, INeN/ VneN, n2N = n’+(-1)"n> A
Soit donc A > 0. On cherche un rang N a partir duquel n? + (—1)"n > A. Il nous suffit en fait de trouver un rang
N a partir duquel (n — 1)% > A, car n®> + (=1)"n =2 n? —n =n(n — 1) > (n — 1)%. En effet :

si on trouve un rang N
a partir duquel (n —1)? > A, alors on aura trouvé un rang N a partir duquel n® 4+ (—1)"n > A.
sachant que n? + (=1)"n > (n — 1),

Nous venons ainsi de réduire la difficulté du probléme. Or pour tout n € N*:  (n—1)2 > A <= n>VA+1.
Ceci montre qu’a partir du rang N = [v/A| 4 2, Vinégalité (n — 1)2 > A est vraie.
Nous en avons donc terminé : a partir du rang N = [VA| 4+ 2, on a n? + (—1)"n > A comme voulu.

2.2 CONVERGENCE ET DIVERGENCE

Définition (Convergence et divergence) Soit (un)nen une suite. On dit que (un)nen est convergente ou qu’elle converge
si elle posséde une limite finie; on dit sinon qu’elle est divergente ou qu’elle diverge.

X XX Attention! La convergence n’est pas le fait de posséder une limite. Ainsi une suite de limite +oo est divergente
et posséde pourtant une limite.

Théoréme (Convergence et bornitude) Toute suite convergente est bornée.

Démonstration  Soit (un)nen une suite convergente. Notons ¢ sa limite — ¢ € R. Pour € = 1, la définition de
la limite affirme l’existence d’un rang N a partir duquel |u, — €] < 1. On a donc, pour tout n > N :

|un| = ‘(un —0) +£‘ < lun — L+ € < €]+ 1 via 'inégalité triangulaire.

Si K = max{|uo|, lutl, Juzl, ..., lun—1], [¢| + 1}, alors :  Vn €N, |up| <K, etdonc (un)nen est bornée.

En résumé, la preuve montre d’abord que (un)nen est bornée a partir d’'un certain rang; mais évidemment les
premiers termes ne poussent pas la suite vers 'infini, donc en fait la suite est bornée tout court. |

*X KX Attention !

e La réciproque de cette proposition est fausse : toute suite bornée n’est pas convergente. Ainsi la suite de terme général
(—1)™ est bornée (comprise entre —1 et 1), mais elle ne converge pas.

e On pourrait croire qu’en tout cas une suite non bornée admet pour limite co ou —oo : il n’en est rien. Ainsi la suite de
terme général (—1)"n a beau n’étre pas bornée, elle n’a cependant pas de limite — ses termes d’indice pair s’approchent
de 00, ses termes d’indice impair de —oo.

2.3 LIMITE ET SUITES EXTRAITES

Lemme Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N. Alors:  Vn e N, ¢(n) > n.

Démonstration Par récurrence. Bien sir, ¢(0) > 0.
Soit alors n € N tel que ¢(n) > n. Montrons que p(n+1) > n+1. Or p(n+ 1) > ¢(n) > n. Mais ¢(n + 1) est un
entier, donc p(n + 1) > n+ 1 et c’est terminé. |



Théoréme (Limite et suites extraites) Soient (un)nen une suite et £ € R. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) lim u, = ¢.

n—oo
(i) lim w2, = lim uzn4+1 = £.
n—oo n—oo

(ili)  Toute suite extraite de (un)nen admet ¢ pour limite.

Démonstration

(i) = (iii) On suppose que lim wu, = £. Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N. Montrons
n—oo

que (u¢(n))neN admet ¢ pour limite.
Soit donc V un voisinage de /. Il existe un rang N & partir duquel u, € V. Soit alors n > N. La croissance
de ¢ et le lemme précédent nous disent que p(n) > ¢(N) > N. Par conséquent uy(,) € V.

Conclusion : pour tout voisinage V de ¢, il existe un rang (N) a partir duquel tous les u, sont dans V; en
d’autres termes, lim u,p) = £.
n—oo

(ili) = (ii) Evident, puisque (u2n)nen €t (U2n+1)nen sont deux suites extraites de (un)nen-

(i) = (i) On suppose que lim wuz, = lim uzn41 = £. Montrons que lim u, = £.
n—o0o0 n—o0o0 n—oo
Soit donc V un voisinage de £. Il existe un rang N & partir duquel u2, € V et un rang N’ & partir duquel
Uzan+1 € V. Posons ng = max {QN7 2N’ + 1} et donnons-nous n > no quelconque.
1) Sin est pair, disons n = 2p, alors on an = 2p > no > 2N, et donc p > N. Du coup un, = ugp € V.

2) Si n est impair, disons n = 2p+ 1, alorson an =2p+1 > ng > 2N’ + 1, et donc p > N’. Du
coup Un = Uzp+1 € V.

Dans les deux cas, un, € V. Conclusion : pour tout voisinage V de £, il existe un rang (ng) a partir duquel

tous les u, sont dans V; en d’autres termes, lim u, = . [ |

n— oo

QX QY QX En pratique Ce théoréme est souvent utilisé pour montrer qu’une suite donnée n’a pas de limite : il suffit pour
ce faire d’en exhiber deux suites extraites n’ayant pas la méme limite — éventuellement pas de limite.

Ainsi la suite de terme général u, = (—1)" n’a pas de limite caron a: w2 =1 — 1 et wugpy1 =—-1 — —1.

n— oo n— oo

2.4 OPERATIONS SUR LES LIMITES

Soient (un)nen et (vn)nen deux suites et A € R. Les tableaux regroupés dans cette partie expliquent de quelle maniére il est
permis de passer a la limite les opérations de somme, multiplication par un scalaire, etc.

X X XK Attention ! Dans les tableaux suivants, le symbole 7 7 7 ne signifie pas une absence de limite mais une indétermi-

nation : 1a ou il apparait, plusieurs résultats de limite sont a priori possibles selon le contexte; il faut davantage d’informations
pour se décider.

2.4.1 SOMME

lim un feR | feR | eR | © 00 —00
lim v, /' eR 00 —00 00 —00 —00
n—oo

lim (un +vn) | £+ £ o0 —0 | oo | 77?7 | —0

Démonstration .
INeN/ VneN, nN =— |un—Z|<§

e Cas/ € R/{ € R: Soit € > 0. Par hypotheése :
AN eN/ ¥neN, n>N = |vn—€/|<%

Posons no = max {N7 N/}. Alors pour tout n > ng, via I'inégalité triangulaire :

‘(un Fun) = (C+0)

2‘(un—f)+(vn—€/)

<|un_£|+|vn_6/|< +

€
5 = €.
Conclusion : pour tout £ > 0, il existe un rang (ng) a partir duquel ‘(un +vn) — (L4 )| < £; en d’autres

termes, lim (un +vn) =€+ l.



INeN/ VneN, n>2N = |u,—{ <1
IN eN/ VvneN, n>N = v,>2A—(+1

Posons ng = max{N, N’}. Alors pour tout n > no @ (up+vn) =2l —-1)+(A—-0+1)=A.

Conclusion : pour tout A > 0, il existe un rang (no) a partir duquel (un, +vn) > A, i.e. lim (un +vn) = 0.

e Cas /€ R/oco: Soit A > 0. Par hypothése : {

INeN/ VneN, n>N =— u,=>A
IN €N/ VneN, n=2N = v,20

ng = maX{N7 N’}. Alors pour tout m > ng @ (up +vn) = A+0=A.

Conclusion : pour tout A > 0, il existe un rang (no) a partir duquel (un, +vn) > A, i.e. lim (un +vn) = 0.
n—oo

e Cas oo/oco : Soit A > 0. Par hypotheése : { Posons

Les autres cas se traitent de fagon analogue. |

XXX Attention ! L’opération co — oo peut donner n’importe quel résultat. Dans chacun des cas suivants, lim wu, = oo
n—oo

et lim v, = —o0, et pourtant :
o siu,=n+Aetv,=-n(A€RIfxé), lim (un +v,) = A; o siu,=2netv,=-n, lim (u, + vn) = o0;
e siu, =netv,=—2n, lim (un +v,) = —00; e siu,=n+(—1)" et v, = —n, (Un + Vn)nen Na
e pas de limite.
2.4.2 PRODUIT
lim {eR EERi EE]RJXr 0 feR* | LeR* | 00 —00
n—oo
lim v, /' eR 00 —00 +00 00 —00 0o | —oo | —oco
lim (unvn) 17 o0 —00 ??? —o0 00 © | —oc0 00
n—oo
Démonstration

e Cas L e R/¢' €R : (vy)nen est convergente, donc bornée : I K >0/ Vn €N, |un| K.

INeN/ VneN, n>N = |u,—{<=—= e
Soit € > 0. Par hypothése : IN' eN/ VneN, nEN = jon—l|< (|£|€+ 1) . Posons
np = max {N, N’}. Alors pour tout n > ng, via I'inégalité triangulaire :
Un — 00 :‘ tn — O)vn + U(vn — )] < Jtn — €.Jvn] + €].vn — ¢ K+ ——— <S4+ 5=
| | = | n = Ova + €vn = €)] < Jun = €L o] + 10 on = €] < 572 4 STy <373

Conclusion : pour tout € > 0, il existe un rang (no) a partir duquel ‘unvn — EE'| < g; en d’autres termes,
lim (unvn) = .

n—oo

~

INeN/ VneN, n>2N = |u,—4{ <2
e Cas (€ R} /oo : Soit A > 0. Par hypothése : 24 2
IN'EN/ VaeN, nxN = v

- K
En particulier, pour n > N, u, 5 0. Posons no = max {N N’ } Alors pour tout n > no :
2|4
2 - X = A.
ntn 29 %77
Conclusion : pour tout A > 0, il existe un rang (no) a partir duquel u,v, > A, i.e. lim (unvy) = co.
. N INeN/ VneN, n>N =— wu,=>A

e Cas co/00 : Soit A > 0. Par hypothése : { JN' €N/ VneN, N> N — > 1 Posons

ng = maX{N7 N’}. Alors pour tout m > ng @ uUpv, = Ax1=A.

Conclusion : pour tout A > 0, il existe un rang (ng) a partir duquel u,v, > A, ie. lim (upvn) = co. [ ]

n—0o0

XXX Attention! L’opération 0 X 200 peut donner n’importe quel résultat. Dans chacun des cas suivants, lim u, = 0
n—oo

et lim v, = 00, et pourtant :

n—oo
. A B . . 1 P
e siup,==cetv,=n (AERfixé¢), lim (unvn) = A; e siup,=—etuv,=n" hm(unvn):oo;
1’L1 n— oo n n—oo
o siuy,=—etv,=mn, lim (upvn) =0; o siu, = (G et vn = n, (UnUn)nen N’a pas de limite.
n n—oo n



2.4.3 MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE

lim un, /eR 00 )
oo siA>0 —00 siA>0
lim (Aun) A 0 siA=0 0 siA=0
e —00 siA<O0 o siA<O0
2.4.4 INVERSE
lim u, | £ € R” 0 +o00

00 si un, > 0 & partir d’un certain rang
—o0  si un, < 0 a partir d’un certain rang 0
7?77 sinon

R 1
On suppose (un)nen non nulle lim —
a partir d’un certain rang. nee Un

=

Démonstration On suppose pour simplifier que pour tout n € N, u,, # 0.

e
e Cas ¢ € R* : Soit € > 0. Par hypothése il existe un rang N a partir duquel |u, — £] < min{%, %}
En particulier, on a pour tout n > N, via I'inégalité triangulaire :

l l
‘|un|—|€|‘<|un—ﬁ|< %, donc |u,| > %
elef?
1 1 n—2L
Du coup pour tout n > N : ___:|u |\ 2 = ¢.
w T il ST
5 x4

. . 1 1
<eg e lim — ==,

n—o0 Un

Conclusion : pour tout £ > 0, il existe un rang (N) a partir duquel

Un

e Cas 0 avec u, > 0 & partir d’un certain rang : Soit A > 0. Par hypothése il existe un rang N a partir
1
duquel |un| < e Alors pour tout n > N @ u, > A.

1
Conclusion : pour tout A > 0, il existe un rang (N) a partir duquel u, > A, i.e. lim — = oo.
n—o0 un

. o . 1
e Cas 0o : Soit € > 0. Par hypotheése il existe un rang N & partir duquel u,, > —. Alors pour tout n > N :
€
1 1
—|l=—=—<e¢
U, Unp,
Conclusion : pour tout € > 0, il existe un rang (N) a partir duquel |—| < g, i.e. lim — =0. |
n n—oo Up

Remarque On pourrait contruire un tableau « quotient » a partir des tableaux « produit » et « inverse ». On y découvrirait

. L. 1 +o0
de nouveaux cas d’indétermination : = et

0 400’

2.4.5 COMPOSITION A GAUCHE PAR UNE FONCTION

Le résultat suivant est momentanément admis car il requiert la notion de limite d’une fonction de R dans R, notion que nous
étudierons dans un prochain chapitre. Pour le comprendre et 1'utiliser, on se contentera momentanément de la notion de limite
d’une fonction introduite intuitivement au lycée.

Théoréme (Image d’une suite par une fonction) Soient £,L € R, I un intervalle de R contenant £ ou d’extrémité £,
f: I — R une application et (un)nen une suite.

Si lim u, =4, et si lirr}Z f(x) =L, alors lim f(un)=L.

n— oo n— oo
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2.5 (QUELQUES EXEMPLES CLASSIQUES

Silal] <1, lim a" =0.
L. . . ) Sia=1, lim o" = 1.
Théoréme (Limite d’une suite géométrique) Soit a € R. . n—oo
Sia>1, lim a" = oco.
n—0o0

Sia< —1, (a™)nen n’a pas de limite.

Démonstration
e Le cas a = 1 est une trivialité.

e Supposons a > 1 et posons o« =a — 1. Alors @ > 0. Pour n > 2, on a :

* a":(1+a)":Z(Z>ak:1+na+Z(:)ak>na.
k=2

k=0

Montrons que lim a™ = co. Soit A € R. Nous devons montrer que a™ > A a partir d’un certain rang. Via
n—oo
A

%, il nous suffit pour cela de montrer que na > A a partir d’un certain rang. Posons N = {—
a

JJrl.Ona

. A
bien, pour tout n > N : na> Na> — a= A.
«@

Conclusion : pour tout A € R, il existe un rang (N) a partir duquel a™ > A, i.e. lim a" = oco.

n— oo

1 . 1\" . :
e Supposons |a| < 1. Alors ﬂ > 1, donc lim <ﬂ> = oo via le cas précédent. Par passage a l'inverse, nous
a n— o0 a
obtenons la limite lim |a"| =0, donc la limite lim o™ = 0.
n—0o0 n—o0

=1
e Supposons a = —1. Onadonc: Vn €N, { g2t

n 2n+1 = _1

Du coup lim ¢** =1et lim a

== 71 n— oo n— oo
. . 2 2 1 ~ .. . ..
Les suites extraites (a")nen et (a nt )nen N’ayant pas la méme limite, la suite (a™)nen n’a pas de limite.
2n — a2 n

e Supposons a < —1. Onadonc: Vn €N, { ZQ”H — a(a®)" Or a® > 1, nous avons donc déja montré

que lim ¢®™ = co. Et puisque a < 0, lim a*™ ™' = —co. Enfin, les suites extraites (@®)nen et (a®" ) en
n—oo n—oo
n’ayant pas la méme limite, la suite (a™),en n’a pas de limite. |

Exemple Soit a € ] — 1,1[. Alors lim a* = 0.

n—0o0

En effet Nous savons que lim a" = 0 via ’exemple précédent. Or (a2n) est une suite extraite de (a™)nen;

n— oo neN
le théoréme sur les limites de suites extraites donne aussitdt le résultat.
X XX Attention! Dans I'exemple précédent, la suite de terme général a®" nest pas géométrique : a®" et (a2)" n’ont

RIEN & voir 'un avec 'autre. Cette confusion est trés fréquente chez les éléves : vous me ferez le plaisir de l’éviter.

@

Exemple (Comparaison exponentielles/puissances) Soient a,« € R avec a > 1. lim — =0.
n—oo
x(l
En effet Nous savons comparer les puissances et les exponentielles au voisinage de oo : lim — = 0. On
r—o0

obtient le résultat annoncé en composant cette limite avec la limite évidente lim n = oco.
n—0o0

n
Exemple Pour tout z € R : lim (1 + z) =e”.
n

n— o0
n x
En effet Pour tout n € N* : (1 + f) = nm(1+3), Or le programme de Terminale affirme que
n
x
In (1 + =
In(1
lim M = 1; du coup, par composition, lim = nZ — 1, ouencore lim nln (1 + E) =2x.
u—0 U n—oo = n—oo n
n t
Composant de nouveau avec l’exponentielle, sachant que lim e" = e¢”, on obtient le résultat voulu.
—x

X XX Attention ! Ce n'est pas parce qu'on a lim (1 + z) =1 que lim (1 + E) = 1. Nous n’avons pas affaire & une
n n

n— oo n— oo

suite géométrique de raison 1 car ici la « raison » dépend de n. Eh oui, ¢a change TOUT et vous devez le retenir !
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2.6 PASSAGE A LA LIMITE ET RELATION D’ORDRE

Théoréme (Limites et inégalités larges) Soient (un)nen et (vn)nen deux suites réelles, £, € R et m, M € R.

(i) st lim uw, =¢, lim v, =0 etsiu, <vna partir d’un certain rang, alors £ < /.
n— oo

n— oo

(i1) Si lim w, =¢ etsiu, <M a partir d’'un certain rang, alors ¢ < M.

(iif) Si lim u, =£ etsiu, >m a partir d’'un certain rang, alors £ > m.

n— oo

X X X Attention ! Ces résultats sont faux avec des inégalités strictes : les inégalités strictes ne sont pas conservées par
- . . .1 . . 1
passage & la limite. Ainsi la limite lim — = 0 n’est pas strictement positive, et pourtant : Vn € N*, = > 0.
n—oo N n
Démonstration

(i) Les limites £ et ¢ étant finies, nous savons que lim (v, — u,) = £ — £. Pour montrer que ¢' — £ > 0,

raisonnons par I’absurde en supposant que £ — £ < 0. Par définition de la limite, il existe donc un rang N a
=0

. En particulier, pour tout n > N :

Y A A
vn —un < (U =) + —— = —— <0.
Ceci vient contredire le fait que par hypothése, & partir d’un certain rang (a priori autre que N) un < vp.
Ainsi ¢ — ¢ > 0 comme voulu.

partir duquel |(v, — u,) — (€' — £)| <

(ii) et (iii) sont des cas particuliers de 'assertion (i), quand I'une des suites est constante. |

Théoréme (Limites et inégalités strictes) Soient (un)nen une suite réelle, £ € R et m, M € R.

(i) st lim u, =€ etsif< M, alorsu, < M & partir d’'un certain rang.

(ii) Si lim w, =¢ etsif>m, alorsu, > m a partir d’'un certain rang.

n—0o0
8 ¥ ¥ Explication On illustre ci-contre I'assertion (i). L e .
6 '77777777777777777777777‘7:7.77.7
un, < M & partir d’un certain rang.
X XX Attention !  Ces résultats sont faux avec des inégalités larges. Ainsi la limite lim — = 0 est négative ou nulle, et

n—oo M

1
pourtant : VYn e N* = >0.
n

Démonstration  Contentons-nous de démontrer Passertion (i). Par hypothése, puisque M — ¢ > 0, il existe un

M — M — M M+ M
6.Alorspourt0utn>N: Up <€+ 3 6: ;Z< ; =M,

comme voulu. |

rang N a partir duquel |u, — £| <

3 THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITES POUR LES SUITES REELLES

Nous avons jusqu’ici plutdt étudié les propriétés de la notion de limite ; nos résultats étaient de la forme : « si une suite
posséde une limite, alors voila ce qui peut se passer ». Nous attaquons & présent une tout autre question : & quelle condition une
suite posséde-t-elle une limite ? Les grands théorémes présentés dans cette partie sont des théorémes d’existence de limites.
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3.1 THEOREME DES GENDARMES, THEOREMES DE MINORATION /MAJORATION

Théoréme  Soient (Un)nen, (Mn)nen €t (Mn)nen trois suites réelles et £ € R.

(i) Théoréme des gendarmes/de ’encadrement : Si  lim m, = lim M, = ¢, etsim, < u, < M, a partir

n— oo n— oo

d’un certain rang, alors lim u, existe et lim u, =¥.
n—oo n—oo

(ii) Théoréme de minoration : Si lim m, =oco et siu, > m, a partir d’un certain rang, alors lim u, existe
n—oo n—oo

et lim w, = oco.

n—oo
(iii) Théoréme de majoration : Si lim M, = —oc0 et si un, < M, a partir d’un certain rang, alors lim wu,
n— oo n—00
existe et lim u, = —oo.
n— oo

¥ ¥ ¥ Explication

Théoréme des gendarmes Théoréme de minoration
My, POUSSE Uy,

vers o0.

Les u,, sont forcés
d’aller vers /.

Démonstration
(i) Par hypothése, il existe un rang N a partir duquel m, < u, < M,.
Soit alors € > 0. Par hypothése sur (mun)nen et (M, )nen, il existe un rang N’ & partir duquel m,, > £ — ¢ et

un rang N'' & partir duquel M,, < £+ €. Posons no = max {N7 N, N”}. Alors pour tout n > ng :

L—e<mp <un <M, <l+e, donc |un, — €] < €.

Conclusion : pour tout € > 0, il existe un rang (no) a partir duquel |u, — ¢| < e, i.e. lim u, = /.
n—o0oo

(ii) et (iii) Contentons-nous de démontrer P'assertion (ii). Par hypothése, il existe un rang N a partir duquel
Up = M.
Soit alors A > 0. Par hypothése sur (un)nen, il existe un rang N’ a partir duquel m,, > A. Posons simplement
no = max{ N, N’ t. Alors pour tout n > ng : un = mn = A, donc u, > A.
Conclusion : pour tout A € R, il existe un rang (no) a partir duquel u, > A, i.e. lim u, = oco. [ |

n—oo

Le théoréme des gendarmes est souvent utilisé sous I'une des deux formes suivantes :

Corollaire  Soient (un)nen €t (en)nen deux suites.

(i) Si |un| < &n pour tout n € N et si lim ¢, =0, alors lim u, = 0.
n—oo n—oo

(i1) Si (un)nen est bornée et si  lim e, =0, alors lim upe, = 0.
n—0o0 n—0o0

Démonstration

(i) La condition « |u,| < &, » est équivalente & la condition « —&,, < u, < &, ». Le théoréme des gendarmes
s’applique ici directement.

(ii) Puisque (un)nen est bornée, il existe K € Ry tel que: Vn €N, |un| < K.

Multiplions par &, : Vn € N, |upen| < Klen|. Comme lim Kle,| = 0, on utilise (i) pour conclure. W
Exemple lim n! = oo.
n—oo
n n n
En effet Pourtoutn € Nn>2: nl= H k= H k> H 2 =2""'. Or nous savons que lim 2" ! = oo
k=1 k=2 k=2

car 2 > 1, donc, via le théoréme de minoration, que lim n! = oco.
n—o0
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Exemple (Comparaison exponentielles/factorielle) Soit a € R. lim L =o.

n—oo n!
n
En effet Posons, pour tout n € N, u,, = 9 Ona: Vne N, Untt @
n! Un n+1
1
On remarque alors que pour tout n > |2|al|, on a n > 2|a| — 1, donc n+ 1 > 2|a|, donc Untl] _ |i|1 < 3
n n

Posons finalement N = L2|a|J + 1. On obtient par produit, pour tout n > N :
1 n—N+1 1 n 3
< (5) , dou |u,| < | = oN 1|uN_1|.

2
1 n
Or lim <§> oN-1 |lun—1| = 0, entier N étant fixé. Le corollaire du théoréme des gendarmes affirme finalement

n— oo

n—1
Un

Uk+1
Uk

UN-1

k=N-1

que (un)nen posséde une limite et que cette limite est 0 comme voulu.

Exemple lim — =0.

En effet Pour tout n € N* : Oi—'ZH

SERS
Il
S|
=
S|
N
S

On conclut grace au théoréme des gendarmes.

sinn

=0.

Exemple lim

n—oo n

1
En effet  Utilisez le corollaire du théoréme des gendarmes : la suite (sinn)nen est bornée et lim — = 0.
n—oo M

3.2 THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE

Voici & présent un autre théoréme d’existence pour les limites de suites, également fondamental.

Théoréme (Théoréme de la limite monotone) Soit (un)nen une suite réelle.

Si (un)nen est monotone, alors lim u, existe.
n—oo

Plus précisément, les bornes supérieures et inférieures étant prises dans R :

(i) si (un)nen est croissante, alors lim u, = sup {un}neN; on retiendra qu’une suite croissante majorée converge et
n—oo

qu’une suite croissante non majorée diverge vers oo ;

(i1) si (un)nen est décroissante, alors lim wu, = inf {un}neN; on retiendra qu’une suite décroissante minorée converge

n— oo

et qu’une suite décroissante non minorée diverge vers —oo.

¥ ¥ ¥ Explication Si (un)nen est croissante et majorée, sup {Un}neN <
les u,, viennent s’écraser
uo ur u2 us Ug UsUE UTUS - - -
contre leur « sup ». =H

Démonstration Contentons-nous de montrer (i).

e On suppose (un)nen croissante et majorée. L’ensemble {un}neN est alors une partie non vide majorée de R et
posséde donc une borne supérieure dans R via la propriété de la borne supérieure. Notons-la £ et montrons
que (un)nen admet £ pour limite.

Soit € > 0. Le réel £ — ¢ n’est pas un majorant de {un}neN car { en est le plus petit majorant. Il existe donc
N € N tel que uy > £ —e. On a donc, (un)nen étant croissante, pour tout n > N @ u, > uny > € —¢;
donc aussi : f—e<u, <L<Ll+e, le |u, —{ <e.

Conclusion : pour tout € > 0, il existe un rang (N) a partir duquel |u, — ¢] < ¢, i.e. nlirrgo Uy = L.

e On suppose (un)nen croissante et non majorée. Soit A € R. Comme (un)nen n’est pas majorée par A, il
existe N € N tel que uny > A. Or (un)nen est croissante, donc u, > un pour tout n > N. Finalement
un, > A pour tout n > N.

Conclusion : pour tout A € R, il existe un rang (V) & partir duquel u, > A, i.e. lim wu, = co. [ |

n— oo
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*¥ KK Attention !

. . . . . "
e Une suite qui posséde une limite n’est pas nécessairement monotone. Par exemple, la suite de terme général (—5 est
convergente de limite 0 mais non monotone : elle oscille en permanence autour de 0.

e Une suite (un)nen croissante majorée par un certain réel M posséde une limite, mais cette limite n’a aucune raison d’étre
M lui-méme. Car M n’est jamais qu’un majorant parmi d’autres, M + 1 aussi est un majorant de (un)nen. ..

Par exemple, la suite de terme général 1 — — est croissante et majorée par 2, mais sa limite n’est pas 2, c’est 1. Retenez

bien cela car ce genre d’erreur donne une trés mauvaise impression des étudiants qui la commettent.

Les deux exemples suivants doivent étre étudiés trés sérieusement : vous devez absolument savoir faire ce type de raisonnement.
Nous verrons d’autres exemples semblables dans peu de temps.
Exemple Soit (un)nen la suite définie par up =0et: Vn €N, upt1 =un+e"". Cette suite est divergente de limite co.

En effet Cette suite est croissante car :  Vn € N,  wupt1 —un, =e“* > 0. Le théoréme de la limite monotone
affirme donc existence de lim wu,, que nous notons ¢, et affirme aussi que £ € R U {oo}.
n—00

N 4, . . . . . . YA
Tachons de déterminer £ et supposons pour ce faire que £ est un réel. On sait alors, puisque lim e” = e", que :
z—L

14

f= lim upy1 = lim (un + e“") =0+ ez, d’ott e = 0.
n—oo n—oo
Ce résultat étant absurde, nous en déduisons que £ n’est pas un réel, et donc ¢ = oco.
. . . U . -
Exemple  Soit (un)nen la suite définie par up =1let: VneEN, wupt1 = H—n2 Cette suite est convergente de limite 0.
UTL
T
En effet Parce que I'intervalle ]RJXr est stabilisé par la fonction x —— T2 et parce que up =1 € Ri, nous
x
savons que (un)nen est strictement positive; c’est le théoréme d’existence des suites définies par récurrence qui
3
. u —Uu . .
nous le dit. Dansce cas : VR €N, Upt1 —Un = —— —Up = < 0. Ainsi (un)nen est décroissante et
14+ u2 14+ u2
positive, donc convergente via le théoréme de la limite monotone.
. . . . U l .
Il ne nous reste plus qu’a déterminer ¢ = lim uy,. Or : ¢ = lim up+1 = lim L . On en tire
n— oo n— oo n—oo 1 —+ U% 1 + EQ
aisément 1’équation ¢ — £ L = 0, qui donne finalement ¢ = 0
d 1+ 1+ 4 -

3.3 SUITES ADJACENTES

Définition (Suites adjacentes) Soient (un)nen €t (Vn)nen deux suites réelles. On dit que (un)nen et (vn)nen sont adjacentes
si 'une ces suites est croissante, autre décroissante et si lim (un —v,) = 0.

Théoréme (Théoréme des suites adjacentes) Soient (un)nen €t (vn)nen deux suites réelles. Si elles sont adjacentes,
(un)nen et (Un)nen sont toutes deux convergentes de méme limite /.
Si c’est (un)nen qui est croissante et (vn)nen qui est décroissante, alors :  Vm,n € N, upm < £ < vp.

¥ ¥ ¥ Explication

Intuitivement, deux suites adjacentes sont deux suites qui viennent & la
rencontre 'une de I'autre, 'une en croissant, 'autre en décroissant, et qui Existence forcée
finissent par s’écraser I'une contre ’autre. Le théoréme des suites adjacentes d’une limite
affirme simplement que, puisqu’elles s’écrasent 'une contre I'autre a l'infini,
il faut bien qu’elles s’écrasent quelque part 'une contre l'autre ; en d’autres
termes il faut bien qu’elles s’approchent ensemble d’un méme réel, I'une par
le haut, l'autre par le bas. Ce réel est leur limite commune. Le théoréme des

" Up

Théoréme des suites adjacentes

suites adjacentes est lui aussi un théoréme d’existence de limites.
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Démonstration  On suppose (un)nen croissante et (vn)nen décroissante.

e Montrons d’abord que : Vn €N, wu, < vp.
Par 'absurde, supposons qu’il existe N € N tel que un > vn, i.e. uxy —vny > 0. Soit alors n > N. Sachant que
un < uy (croissance) et que v, < vy (décroissante), on a u, — v, > uny — vn. Faisant tendre n vers co dans
cette inégalité — par hypothése nl;rr;o(un —p) existe — nous obtenons : 0 = nlirnoo(un —vn) 2 un—un > 0.

C’est absurde, notre affirmation en découle.

e Montrons ensuite que :  Vm,n € N, Uy, < vp.
Soient m,n € N. Si m < n, alors um < un < vn par croissance de (un)nen €t en vertu du premier point ; si
au contraire m > n, la décroissance de (vn)nen et le premier point montrent que um < vm < Vn. Dans les
deux cas, Um < Up.

e Concluons. La suite (un)nen est croissante et majorée (par vo), donc convergente de limite un certain réel £,
via le théoréme de la limite monotone ; de méme la suite (vn)nen est décroissante et minorée (par ug), donc
convergente de limite un certain réel ¢,. Nous obtenons aussitot 1’égalité £, = ¢, en utilisant ’hypothése

lim (un —vn) = 0. Nous avons donc montré que (un)nen €t (vn)nen sont convergentes de méme limite.
n—o0o0

Enfin, pour m,n € N, 'inégalité u,, < ¢, = ¢, < v, est une conséquence des inégalités démontrées au second
point. L’entier m étant fixé, nous obtenons u,, < £, en faisant tendre n vers oo ; l’entier n étant fixé, nous

obtenons ¢, < v, en faisant tendre m vers oo. [ |

n

. L 1 .
Exemple Les suites de termes généraux u, = E l et v, = un + — sont adjacentes donc convergentes.
k=0

Nous verrons plus tard dans ’année que leur limite commune est le nombre e.

En effet C’est une application immédiate du théoréme des suites adjacentes. Clairement, lim (v, — upn) = 0.

i1 . . X X n—oo
o La suite (un),cnx est croissante :  Vn € N*|  wupqq —u, = ; =i ; i m > 0.
o La suite (vn),enx est décroissante :
1 1 1 1 1
Vn € N* — vy = - - - = -
n €N ns = vn = (uns —un) + (n+1).(n+1)! nn (n+1) * (n+1).(n+1)! nmn!
1 -1

< 0.

BT ! (”(”“””*("“)2):n(n+1)l(n+1)1\

n(n+1).(n+1)

Exemple (Approximation de v/2 par la méthode des Babyloniens) On définit deux suites (un)nen €t (Un)nen par

vo=2etpar: VnéEN, U, = — et vn+1=w.
Un

e On a, pourtoutn e N: wu, >0 et v, >0.

. 2
Cela se démontre aisément par récurrence. Pour commencer, vo =2 >0 et uo = — =1 > 0.

Vo
Soit alors n € N. On suppose que u, > 0 et que v, > 0. Alors clairement v,11 = w >0 et Unt1 = > 0. Fin
Un+1
de la récurrence.
e Montrons que : Vn € N*,  wu, < V2 < vn.
2

n— n— o —1Un—1 — 2V 2Up—

Or: VneN¥, vnf\/i:uliw—\/i:u 1+ Un—1Un—1 V2Un_1
2 2un—l
9 2
1 — 2V 2Up— 2 Un—1 — V2
_ Un—1 \/_u" Lt = ( nol \/_) >0, ie. \/5 < v, comme annoncé.
2Up—1 2Up—1
2

. 2
On a donc bien également : Vn € N, wu, =— < —== V2.
Un /2
e Montrons que (un)nen est croissante et (vn)nen décroissante. On utilise pour cela les inégalités montrées a l'instant au
second point.

2 4 4—u2 —uyv 4—u2 -2 2 —u?
Pour tout n € N:  wUpt1 — Un = — Uy = ————— — Uy = n nono_ n = no>
Un+1 Up + Un Un + Un Up + Un Un + Un
. Un + V. Up, — V.
De méme :  vpy1 — vy = n2 L U = n2 <.

o Ainsi (un)nen est croissante et majorée (par v/2) et (vn)nen décroissante et minorée (par v/2); ces deux suites convergent

donc via le théoréme de la limite monotone. Notons ¢, et £, leurs limites respectives. Faisant tendre n dans la relation

Un + v butt
Ung1 = %, nous obtenons alors £, = —% 1

, i.e. £y, = £y. En particulier lim (un — vn) = 0, de sorte que (un)nen
n—oo

et (vn)nen sont adjacentes.
Calculons enfin la valeur de ¢,, = £,. Faisant tendre n vers oo dans 'inégalité u, < V2 < vn, nous obtenons £, = £, = V2.
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11 est facile de montrer, par récurrence, que les deux suites (un)nen €t (vn)nen de 'exemple précédent sont & valeurs ration-
nelles, i.e. & valeurs dans Q. Nous avons donc obtenu le réel v/2 comme limite de rationnels — par le bas avec (un)nen, par le
haut avec (vn)nen. Pourtant V2 est irrationnel, i.e. non rationnel, nous 'avons montré dans notre chapitre d’introduction. Il
apparait donc ici que la limite d’une suite de rationnels n’est pas nécessairement un rationnel.

En réalité, on a un résultat beaucoup plus fort :

Théoréme (Densité de Q dans R)

e Tout réel est limite d’une suite de rationnels — on dit que Q est dense dans R.

[10™x] 1

" et bn = an + 10_n
Alors (an)nen €t (bn)nen sont deux suites adjacentes a valeurs rationnelles de limite commune z. Pour tout n € N, a, est la
valeur décimale approchée de z par défaut & 10" prés et b, est la valeur décimale approchée de x par excés & 107" prés.

e Précisément, soit x € R. Posons, pour tout n € N, a,, =

¥ ¥ ¥ Explication Nous savons intuitivement, sans rentrer dans les détails, que tout réel posséde un développement décimal
illimité. Par exemple, m = 3, 141592653589793 ... Calculez, pour = m, les premiers termes des suites (an)nen €t (bn)nen :

31 314 3141 31415 314159
=3 =—=3,1 =—=3,1 = — =23,141 = —— =3,1415 = =3,14159...
W= ME Ty 2T 0 ¥ T 1000 - “ T 10000 - T % T To0000
32 315 3142 31416 314160
t bo=4, b1=-—=3,2, bo=-—=3,1 bs = —— =3,142, bys=—— =3,141 bs = = 3,14160. ..
et bo=d b= =8 b= gp =805, b= qgag = 3142 b= qa505 = 3, 1416, bs = 55550 = 3 14160
On voit bien que les suites (an)nen et (bn)nen convergent vers .
Démonstration Fixons x € R et montrons que x est la limite d’au moins une suite de rationnels. Avec
les notations du théoréme, il est clair que (an)nen €t (bn)nen sont a valeurs rationnelles. Montrons qu’elles sont

adjacentes.

e Il est évident que lim (bn — an) =0.

e Montrons que (an)nen est croissante.
Soit donc n € N. Alors 10"a,, = [10"z| < 10"z. Multiplions par 10 : 10", < 10" g,
Or 10"*'a, € Z, donc par définition de la partie entiére : 10" 'a, < LIO"’HxJ =10""anq1.
Divisons enfin par 10; on obtient bien :  an < @nt1.

e Montrons que (by)nen est décroissante.
Soit donc n € N. Alors 10"b,, = 10"a, + 1 = [10"z] + 1 > 10™z. Multiplions par 10 : 10" "'b, > 10" 'z.
Or 10"'b, € Z, donc : 10" b, > (10" 2] +1=10"apr1 +1 = 10" by,
Divisons enfin par 10; on obtient bien : b, > by41.

Les deux suites (an)nen €t (bn)nen sont finalement bien adjacentes, donc convergentes de limite commune un
certain réel £. Il nous reste & montrer que £ = x. Or pour tout n € N :

10"z < 10"z

[10"z) +1 _ |[10"z] . 1 1
o0 S 1om ¢ Tor  ~ 10n tior -t g e

n

Faisant tendre n vers co dans ces inégalités a,, < x < by, nous obtenons ¢ < x < /¢, i.e. { = x comme annoncé. B

Le théoréme suivant est une derniére application importante du théoréme des suites adjacentes. Si [a,b] est un segment
(a,b € R,a < b), on appelle longueur de [a, b], notée )\([a, b])7 le réel positif )\([a, b]) =b—a.

Théoréme (Théoréme des segments emboités) Soit (I,)nen une suite de segments :
e décroissante au sensou: VneN, I,41CI, ;

e dont la suite des longueurs converge vers 0, i.e. lim A(I,) = 0.

Alors ﬂ I,, est un singleton, i.e. : Jz € R/ ﬂ I, = {z}.
neN neN
¥ ¥ ¥ Explication Ce théoréme affirme que lorsqu’on prend l'intersection d’une famille décroissante de segments de

longueurs tendant vers 0, il ne reste pas rien : il reste exactement UN élément.
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Démonstration Pour tout n € N, notons a,, = inf I, et b, = sup I, de sorte que I, = [an, bn]. Par hypothése :
1) (an)nen est croissante et (by)nen décroissante;
2) lim (bn —an) = 0.

b1 by Cela signifie précisément que (an)nen et (bn)nen sont adjacentes, donc convergentes de méme limite un certain
= réel x.
bs b
4 ’ . —
bs b Montrons qu’on a : ﬂ I, = {x} comme voulu.
b7 e neN
| N B R 71727 T e Soit t € m I,,. Montrons que t = z. Or par définition: Vn €N, a, <t < b,. Faisons
neN
a; @8 tendre n vers oo : xz <t <z, ie. t=zx en effet.
ae
e as aq % e Inversement, montrons que x € ﬂ I,. Or ce résultat est une partie de I’énoncé du théo-
ai neN
réme des suites adjacentes : Vn €N, an <z < bn, le z € [an,bn] = In. [ |
X X X Attention ! Dans ce théoréme, il est essentiel que les I,, soient des segments. Avec des intervalles ouverts ou

1
semi-ouverts, le résultat est faux. Par exemple, ﬂ }0, —] =g.
n
neNX

) . ) 12 1
En effet  Supposons cette intersection non vide et donnons-nous-en z un élément : Vn € N*, 0<z < —

Faisant tendre n vers oo dans l'inégalité de droite, nous obtenons aussitét I'inégalité contradictoire 0 < x < 0, ce
qui prouve notre affirmation.

3.4 THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS

Contrairement aux autres théorémes étudiées dans cette partie, ce théoréme a pour nous un intérét essentiellement théorique.
Il établit une sorte de réciproque — mais pas jusqu’au bout — au résultat selon lequel toute suite convergente est bornée.

Théoréme (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

¥ ¥ ¥ Explication Ce théoréme est un théoréme d’existence de limites d’un genre un peu particulier. Il n’affirme pas que
toute suite bornée est convergente — on a vu que c’est faux — mais qu’une suite bornée posséde toujours une suite extraite
convergente. Intuitivement, cela revient a dire que les valeurs d’une suite bornée sont forcées de s’accumuler autour d’au moins
un point.

m M
w B ‘ ‘ ‘ g b
a1 i v

az j i v
Y S—Y

o Un

Démonstration Le programme stipule que vous n’étes pas obligés de savoir refaire cette démonstration. Je
vous conseille néanmoins de la travailler. Paradoxalement, 1’algorithme de dichotomie décrit ci-aprés figure au
programme et doit étre bien compris.

Soit (un)nen une suite bornée. Il existe m, M € R tels que: Vn €N, m < u, < M.
Nous cherchons une application ¢ : N — N strictement croissante pour laquelle (u(p(n))
allons construire pas & pas une telle p au moyen d’un algorithme appelé dichotomie.

neN est convergente. Nous

Posons ag =m, bo = M et ¢(0) = 0.

Soit alors n € N. Supposons construits ag, a1, ..., an, bo,b1,...,bn € Ret ¢(0),p(1),...,¢(n) € N tels que :
(i) m:aogalg...gangbngbn,lg...gbo:M :

.. M—-m

(i) Vke[0o,n], br—ar= o

(iii)  l’ensemble {Z eN/ w; € [ayg, bk]} est infini pour tout k € [0,n];

(iv) Vk € IIO, n]], Uy (k) € [ak,bk] ;

(v)  »(0) <e(l) <...<pn).
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Nous allons construire trois réels an+1, bnt+1 €t ¢(n+1) rendant vraies les assertions (i) & (v) au rang (n+1). Dans ce

but, remarquons qu’au moins I'un des ensembles {k eEN/ wu, € {am W] } et {k eN/ wux € {W, bn} }

est infini. Car si ces deux ensembles étaient finis, il en serait de méme de leur réunion, ce qui contredirait (iii) :

{k eEN/ wu€ a”’%] } U {k EN/ wu € {@,bn]} = {k eEN/ w€ [ambn]}A
An+1 = an €t bpi1 = M si {k eN/ w € [an, M}} est infini (cas #);
Du coup, posons : S 2 2
An+1 = % et bpy1 =bn, sinon (cas ).

Avec cette premiére construction, I’ensemble {k eN/ wu € [an+1,bn+1]} est infini. Par conséquent I’ensemble

{k‘ €N/ k> p(n) et ug € [an+1,bn+1]} est aussi infini — c’est le méme que le précédent, mais on lui a 6té
tous ses éléments inférieurs ou égaux a ¢(n), qui sont en nombre fini. En particulier cet ensemble est une partie
non vide de N et posséde donc, en vertu d’un théoréme démontré dans le chapitre sur les relations d’ordre, un plus
petit élément que nous allons noter ¢(n + 1).

b
e Montrons que (i) est vraie au rang (n + 1). Or puisque a, < by, via (i) au rang n, on a a, < % < by,
et donc an < ant1 < bnt1 < by, que 'on soit dans le cas # ou dans le cas é.
an + by, bn —an (i) M —m
) . Rk O = —1 (cas #);
e Montrons que (ii) est vraie au rang (n+1):  bpy1—ant1 = an b b 2 an (i) M 2 m
= T = ot (cas &).
e Nous avons déja observé que (iii) est vraie au rang (n + 1).
e Montrons que (iv) est vraie au rang (n + 1). Or par définition de p(n +1) :  upnt1) € [@ni1, bnri].

e Montrons que (v) est vraie au rang (n + 1). Or par définition de p(n+1) :  @(n+1) > ¢(n).

Ouf! Notre construction pas & pas est achevée. Nous avons construit deux suites (an)nen €t (bn)nen, la premiére

croissante et la seconde décroissante, et une application ¢ : N — N strictement croissante telles que :
M—-—m

1) VYneN, b,—an= — donc en particulier lim (b, —an) =0 ;

2) VneN, uynp) € [an,bn].
11 apparait ainsi que (an)nen et (bn)nen sont deux suites adjacentes de limite commune un certain réel £. Or via 1) :
Vn €N, an < Upm) < bn. Faisons enfin tendre n vers oo : le théoréme des gendarmes affirme la convergence
de (uw(n))neN et c’est justement ce que nous voulions. |

4 ETUDE DE SUITES DEFINIES PAR RECURRENCE

Théoréme (Monotonie des suites définies par récurrence) Soient D une partie de R — généralement un intervalle —
et f: D — D une fonction. Soient uo € D et (un)nen la suite définie par :  Vn € N,  wunt1 = f(un).

e Si f est croissante, (un)nen est monotone; son sens de variation dépend de la position de ug par rapport & us.

e Si f est décroissante, (u2n)nen €t (U2n+1)nen sont monotones de sens contraires ; leurs sens de variation dépend de la
position de ug et us.

X X X Attention! Pour tout n e N, f(u2n) vaut ugn+1 et non pas usn42. Par contre usnt2 = f o f(uzn).

QDD En pratique On s’attendra généralement a ce que vous redémontriez ce résultat au cas par cas dans les exercices.
Sa preuve doit étre maitrisée parfaitement.

Démonstration

e Supposons f croissante et montrons que, si ug < u1, alors (un)nen €st croissante — on montrerait de méme
que si u1 < uo, alors (un)nen est décroissante. Raisonnons par récurrence.

1) Initialisation : wo < ui par hypothése.

2) Héreédité : Soit n € N. On suppose que un < Unt1. Alors comme f est croissante, on a
Unt+1 = f(un) < f(Unt1) = Uny2 et c’est fini.
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e Supposons f décroissante. Alors f o f est croissante.

Du coup, comme (u2n)nen est telle que :  Vn € N,  wuzni2 = Usm41) = f o f(uzn), le premier point
montre que (UQn)neN est monotone, croissante si up < uz, décroissante si uz < uo.
De méme, puisque :  Vn € N, wugni3 = Ugni1)41 = f o f(u2ny1), alors (u2ni1)nen est monotone,

croissante si u1 < us, décroissante si uz < uj.
Retenez bien I'idée qui vient de nous servir : puisque (un)nen est récurrente associée a la fonction f, (u2n)nen
et (U2n+1)neN sont toutes deux récurrentes associées a f o f.

Enfin f décroit, donc si up < usz alors ug = f(u2) < f(uo) = u1; et siuz < ug alors u1 = f(uo) < f(u2) = us.
Les suites (u2n)nen €t (U2n+1)nen sont donc bien monotones de sens contraires. [ ]

Le résultat suivant est momentanément admis car il requiert la notion de continuité d’une fonction de R dans R, notion que
nous étudierons dans un prochain chapitre. Pour le comprendre et 'utiliser, on se contentera momentanément de la notion de
continuité introduite intuitivement au lycée.

Théoréme (Limite des suites définies par récurrence) Soient D une partie de R — généralement un intervalle — et
f: D — D une fonction. Soient ug € D et (un)nen la suite définie par :  Vn € N,  upy1 = f(un).

Si (un)nen converge vers un certain réel £ € R et si f est continue en ¢, alors ¢ est une point fize de f,i.e. f(£) = £.

Nous présentons ci-aprés trois exemples de suites définies par récurrence avec des comportements différents. Etudiez-les
attentivement.

Q2 XY X En pratique

e Vous remarquerez bien qu’il ne s’agit pas seulement dans ces exemples de calculer la valeur de la limite, mais aussi et
surtout de prouver son existence — si existence il y a. Le théoréme de la limite monotone trouve ici son application la
plus classique.

e Dans tous les exemples de ce type, il est plus que conseillé de faire un dessin. On y voit tout de suite beaucoup plus clair.

Exemple  Soit (un)nen la suite définie par uo =0et: VYn €N, upy1 = In(un + 3).
Notons f la fonction « — In(x + 3) définie sur | — 3, oof.

e On a w1 = In(up +3) = In3 > 0 = uo. Or f est croissante, donc via les théorémes
précédents nous savons que (un)nen €st croissante.

e En vertu du théoréme de la limite monotone, (un)nen posséde donc une limite £. Cette
limite £ est positive — éventuellement co — car ug = 0 et (un)nen est croissante.

e Comme f est continue sur R, on sait que si ¢ est finie, alors f(£) = ¢. Par conséquent nous
allons étudier les zéros de la fonction g :  — f(z) — . Et puisque £ > 0, nous pouvons
nous contenter de faire cette étude sur Ry.

T+ 2
1) La fonction g est dérivable sur | — 3, 0o de dérivée z — 7%. Sur R4, cette dérivée est strictement négative,
T
donc g est strictement décroissante sur R.
2) Par ailleurs g est continue sur R.

3) Enfin g(0) =1In3 et limg = —ooc.

In(z + 3) o x+3). Or
T+ 3

lim (x + 3) = oo et lim nu _ 0, donc par composition lim % = 0. Par ailleurs lim = +3
T — 00 u—oo U T — 00 X T—00 x

limite s’ensuit.

Pour la limite, on remarque d’abord que : Vz € | —3,00[, g(z)=In(z+3)—z=—=x (1 -

= 1. Le calcul de la

Les points 1), 2) et 3) montrent ensemble, via un théoréme de Terminale, que g réalise une bijection de Ry sur | — 0o, 1n 3.

En particulier, puisque 0 € | — 0o,1n 3], 'équation g(z) = 0 ou f(xz) = = d’inconnue = € R4 posséde une et une seule
solution .
e Montrons par récurrence que : Vn €N, wu, < a.

1) Imitialisation : uo =0 < a.
2) Héreédité : Soit n € N. On suppose que u, < a. Alors f étant croissante, unt1 = f(un) < f(a) = a et voila.

e Le point précédent montre en particulier que £ € [0, a], et nous pouvons dés lors affirmer que f(¢) = ¢. Par définition de
«, on obtient nécessairement £ = a.

e Conclusion : u, tend en croissant vers « lorsque n tend vers oco.
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Exemple  Soit (un)nen la suite définie par uo =1l et : Vn €N, wuni1 = u + un. y=f(x) ‘ y/: z
Notons f la fonction & —— x? 4 z. Il est clair que f(Ry+) C Ry }//
e Puisque f est croissante sur R, et puisque u; = ug + uo = 2 > uo, (un)nen est croissante. } //}
On pourrait aussi dire que :  Vn €N,  wuni1 — un = u2 > 0. | L7
\ 4 \
e La croissance de (un)nen et I'égalité up = 1 montrent ensemble que : Vn €N, wu, > 1. [ // \
[ I
e Le théoréme de la limite monotone implique que (un)nen posséde une limite £. _7 [
Via le point précédent, £ € [1, oo]. e } }
\
e Faisons 'hypothése que £ est finie. Alors f étant continue sur R, on a f(¢) = ¢, //1 1 1
ie. 244 =14 ie £=0. Ce résultat contredit I’inégalité £ > 1. Ainsi ¢ = co. U U1 Uz -

e Conclusion : u, tend en croissant vers oco.

1
Exemple Soit (un)nen la suite définie par upo =1let: Vn €N, wupy1 =1+ —.
Un

1
Notons f la fonction z —— 1+ —.
x

e Il est clair que f(RY) C RY. Puisque uo € R}, cela montre que (un)nen est stricte-
ment positive.

e La fonction inverse étant décroissante sur R}, la fonction f l'est tout autant. Or ¥

3 P .
u; = 2et up = 3 > uo. Nous en déduisons que (uzn)nen est croissante et (Uz2n+1)nen

décroissante — sur une copie, il faudrait refaire proprement la preuve que nous avons y
faite plus haut. .

e Le théoréme de la limite monotone affirme que (u2n)nen €t (Uzn+1)nen possédent )
toutes deux une limite, respectivement £ et . uo U2tz U1

1
e Déterminons les points fixes de f sur RY. Pour tout z € RY :  f(z)=2 <= 1l+-=z <<= z°—x—-1=0 (z#0)
x

2
541
e Montrons par récurrence que :  Vn € N, g, < \/_;— < U2n+1-
1
1) Imitialisation : wy =1 < V5 + <2=wu1.

2

V5 +1
2

2) Hérédité : Soit n € N. On suppose que u2, < < u2n+1. Or f est décroissante, donc fo f est croissante :

x/5+1>:\/5+1

3 3 < fof(ugnt1) = Uznts = Uz(nt1)+1- Fin de la récurrence.

U2(n+1) = U2n+2 = fof(uzn) < fof <

e Etant données l’ensemble des informations de monotonie/majoration/minoration dont nous disposons & présent, nous

\/5+1} _ [17\/5+1] ot que ¢/ ¢ {\/ngl’ul} _ [\/5+1

7 7 7 5 ,2}. Dans tous les cas,

pouvons affirmer que ¢ € {uo,

NN Ri, intervalle sur lequel fof : x — 1 est continue. Sachant que uznt+2 = fof(u2n) et que uznt+s = fof(uzn+1)

. . 20+ 1 20 +1
pour tout n € N, nous en tirons donc ces deux égalités : £ = 7 :—1 et ¢ = ﬁ7

P—0—-1=0 e £2—0—-1=0. Orl>0etl >0, doul=4¢ =
V5 +1
2

que 'on peut réécrire ainsi :

VB +1
=

e Conclusion : (u2n)nen €t (U2n+1)nen étant toutes deux convergentes de méme limite , le théoréme sur les limites

V541
.

de suites extraites affirme enfin que (un)nen est convergente de limite

*X KX Attention !

e Quand on veut démontrer par récurrence une propriété de la suite (u2n)nen, par exemple « uz, > 0 », 'hypothése au rang
suivant n’est pas « uzn4+1 = 0 » mais « Ug(ny1) = U2nt2 = 0 ». Erreur classique a éviter.

e Dans le cas ou f est décroissante, il se peut que (un)nen n’ait pas de limite. C’est le cas des suites arithmético-géométriques
(de la forme « unt1 = aun +b») pour a < —1.
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5 EXTENSION AU CAS DES SUITES COMPLEXES

Nous allons briévement étendre les résultats que nous avons obtenus pour les suites réelles aux suites complexes.

Définition (Suite complexe) On appelle suite compleze toute application v de N dans C.

X X X Attention! Les notions de suite complexe majorée/minorée/monotone n’ont aucun sens car la relation < n’est pas

définie sur C.

Malgré cela, la notion de suite bornée a toujours un sens.

Définition (Suite bornée) Soit (un)nen une suite complexe. On dit que (un)nen est bornée s’il existe K € Ry tel que :

VYneN, |un| < K.

Les notions de suite extraite et de propriété vraie & partir d’un certain rang sont les mémes dans le cas réel et dans le cas

complexe.

Dans le cas des suites complexes, nous n’allons pas pouvoir définir la notion de limite infinie. Car ou est 'infini dans C?
Y a-t-il un seul infini? Un dans chaque direction ? Dans le cas des suites réelles, ces questions ne se posaient pas : il y avait
clairement co et —oo et ils étaient bien distincts. Remarquez d’ailleurs que nous avons pu définir co et —oo parce que nous
disposions sur R d’une relation d’ordre < ; sur C, point de relation d’ordre naturelle.

Définition (Voisinage dans C) Soit £ € C. On appelle voisinage de £ (dans C) toute partie de C contenant un disque ouvert

de centre £, c’est-a-dire un ensemble de la forme {z eC/ |z| < s} pour un certain € > 0.

Un voisinage de ¢ dans C est une partie de C qui contient tous les nombres complexes & proximité immédiate C
de £. C’est la méme notion que dans le cas réel, mais on travaille ici avec deux dimensions.

¥ ¥ ¥ Explication Z/\\
%
/

~

Voisinage typique de ¢ € C

Définition (Limite d’une suite complexe) Soient (u,)nen une suite complexe et £ € C. On dit que (un)nen admet £ pour
limite si tout voisinage de ¢ contient tous les u, a partir d’un certain rang; en d’autres termes, si :

pour tout voisinage V de ¢, il existe N € Ntel que : Vn> N, wu, €.

Cela revient a dire que lim |un, — €] =0, ce quinous raméne au cas des limites de suites réelles.
n—oo

Le théoréme d’unicité de la limite est encore valable.

¥ ¥ ¥ Explication Cette définition est exactement la méme que dans le cas des suites réelles. La seule chose qui a changé,

c’est Iallure des voisinages.

Exemple Soit a € C tel que |a| < 1. Alors lim a" = 0.

n—0o0
En effet Montrer que lim a" = 0 revient, comme dans le cas réel, &4 montrer que lim |a"‘ = 0. Or nous savons
n— oo n—00

trés bien que lim |a|™ = 0 quand |a| < 1.
n—oo

Théoréme (Caractérisation de la limite a partir des parties réelle et imaginaire) Soient (un)nen une suite complexe
et £ € C. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) lm wu, =4 (i) lim Re(un) =Re(f) et lim Im(u,)=Im(¥).

n—0o0 n—oo n—oo
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Démonstration

(i) = (ii) Supposons qu’on ait lim wu, = £. Montrons que lim Re(u,) = Re(£) — pour la partie imaginaire,
remplacer « Re » par « Im ».
Soit € > 0. Par hypotheése il existe un rang N a partir duquel |u, — £| < . En particulier, pour tout n > N :
Re(un) — Re(0)| = |Re(un — 0)| < [un — €] < e. D’ou lim Re(un) = Re(¥).

(i) = (i) Supposons qu’on ait lim Re(un) = Re(f) et lim Im(un) = Im(¢). Alors par définition du module,

et étant données les opérations qu’on peut faire sur les limites, lim |un -/ | = 0. Ceci signifie précisément

que lim u, =¢. ]
n—oo

1
Exemple Nous savons que lim Arctan = z, donc par composition que lim Arctan n = T ; par ailleurs lim — = 0. Par
[e’s) 2 n—oo 2 n—oo 1

., . 1 i
conséquent lim | — 4+ ¢Arctan n ) = R
n— 00 n

Les notions de suite convergente et de suite divergente sont les mémes dans le cas réel et dans le cas complexe. Il est toujours
vrai qu'une suite convergente est bornée.

Le théoréme sur les limites de suites extraites est maintenu. De méme les opérations d’addition, produit, multiplication par
un scalaire et inverse sur les limites donnent lieu aux mémes résultats que dans le cas réel, a ceci prés que les symboles +o0o sont
bannis.

Les grands théorémes d’existence de limites n’ont pas de sens dans le cas des suites complexes car ils utilisent de facon
essentielle la relation d’ordre naturelle < sur R. Seul le théoréme de Bolzano-Weierstrass échappe a cette remarque, mais il ne
figure pas a notre programme dans le cas complexe.
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